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RESUMEN

Siguiendo la idea del Juego de los Abalorios (de Hermann Hesse), en este trabajo investigamos qué
relacion existe entre el ultimo Teorema de Fermat (UTF) y los solitones dpticos. Para encontrar esta
relacién examinamos los pasos principales que condujeron a la demostracion del UTF, empezando por la
conjetura de Taniyama-Shimura, y pasando por las contribuciones de Hellegouarch, Frey y Ribet, hasta
llegar al trabajo de Wiles. Posteriormente examinamos algunas de las ecuaciones que describen a los
solitones opticos. De este analisis se desprende que las curvas elipticas constituyen el puente que relaciona
ambos temas. Veremos, ademas, que las ecuaciones que describen solitones dpticos también podrian tener
alguna relacion con la criptografia. Finalmente veremos que los resultados encontrados en este trabajo
nos permiten proponer 2 conjeturas que constituyen temas de investigacién para el futuro.

Palabras Clave: Ultimo Teorema de Fermat, solitones opticos, curvas elipticas, criptografia.

ABSTRACT

Following the idea of the Glass Bead Game (by Hermann Hesse), in this work we investigate what relation
exists between Fermat’s Last Theorem (FLT) and the optical solitons. To find such a relationship we
examine the principal steps which lead to the demonstration of FLT, starting from Taniyama-Shimura’s
conjecture, then paying attention to the contributions of Hellegouarch, Frey and Ribet, and finally the
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work of Wiles. Then we examine some of the equations which describe optical solitons. From this analysis
it follows that the elliptic curves constitute the bridge that connects both topics. Moreover, we will observe
that the equations which describe optical solitons might also be related to cryptography. Finally, we will
see that the results found in this communication permit us to propose 2 conjectures that constitute research
topics for future works.

Keywords: Fermat’s Last Theorem, optical solitons, elliptic curves, cryptography.

1 INTRODUCCION

En su novela “El Juego de los Abalorios”, Hermann Hesse menciona que a lo largo del siglo XX
los artistas, intelectuales y cientificos fueron corrompiéndose paulatinamente, y en lugar de buscar un
conocimiento verdadero, o la creaciéon de auténticas obras de arte, empezaron a buscar simplemente
prestigio, fama y dinero [1]. Y como reaccidn a ese estado de cosas empezaron a surgir grupos de
verdaderos intelectuales, que anhelaban sinceramente una comprension més profunda de la realidad, y un
desarrollo verdadero de las artes. Estos grupos de intelectuales, artistas y cientificos empezaron a
organizarse en varios paises de Europa, y posteriormente estas organizaciones se conectaron entre si.
Curiosamente, esta organizacion tenia una cierta similitud con las érdenes monasticas, pues se pedia que
sus miembros, ademas de ser expertos en sus respectivas areas, obedecieran un codigo ético y moral
estricto. Por este motivo los integrantes de esta organizacion empezaron a referirse a ella como “la Orden”.

Dado que los miembros de la Orden provenian de areas muy diversas, era necesario encontrar un
comun denominador que les permitiera sentirse hermanados entre si. Y a partir de un ejercicio usual entre
los musicos, se encontrd que ese comin denominador podia ser una especie de juego, que puede ser jugado
de 2 formas distintas:
* Primera: dado un tema inicial (un tema musical, una figura, una ecuacion, el inicio de un argumento
literario, etc.), el jugador debe proponer extensiones o0 variantes interesantes, y estas extensiones pueden
ser propuestas de manera alternada entre 2 0 mas jugadores. Y mientras mas interesantes sean estas
extensiones, mejor es el jugador.
* Segunda: dados 2 temas muy diferentes (posiblemente provenientes de campos totalmente distintos), el
jugador debe encontrar alguna relacion verdadera entre ellos (posiblemente encontrando una cadena de
asociaciones que conecten a los 2 temas propuestos).

Dado que el origen de este juego aparecié en la musica, en un tiempo en que las notas de una
partitura acostumbraban representarse por cuentas de vidrio (abalorios) que podian deslizarse a lo largo
de alambres paralelos, los miembros de la Orden decidieron que su juego podria ser llamado “El Juego

de los Abalorios”.
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En este trabajo mostraremos un ejemplo de este Juego de los Abalorios, y este ejemplo nos
mostrara como el desarrollo de este juego nos ayuda a tener una comprension mas amplia de los temas
que constituyeron el punto de partida del juego.

Tomaremos como punto de partida para iniciar el Juego de los Abalorios la siguiente propuesta:

Hallese alguna relacion entre el Ultimo Teorema de Fermat y los Solitones Opticos.

Este es un buen punto de partida para un Juego de los Abalorios, ya que los 2 temas propuestos no
parecen tener ninguna relacion entre si. Asi pues, es un juego no trivial.

Para poder hallar alguna relacion entre los temas propuestos no basta saber qué dice el Ultimo
Teorema de Fermat (UTF) y qué son los solitones opticos (SOs). Es necesario profundizar un poco mas
en estos 2 temas. Por lo tanto, en la Seccién 2, no sélo recordaremos cual es el enunciado del UTF, sino
que examinaremos como se demostrd este teorema. Y en la Seccion 3 explicaremos qué son los SOs, y
veremos como son algunas de las ecuaciones que describen a estas ondas. Una vez habiendo examinado
estas cosas (los pasos esenciales de la demostracion del UTF, y las ecuaciones tipicas que describen SOs),
en la Seccidn 4 pensaremos como podriamos hallar una relacion entre estos 2 temas, y encontraremos esa
relacion. Veremos que en el estudio del UTF y de los solitones Opticos aparecen curvas elipticas, de
manera que estas curvas constituyen el punto de contacto entre estos 2 temas. Veremos también que las
ecuaciones que describen pulsos luminosos, y que ademas se relacionan con las curvas elipticas, son
ecuaciones que conducen a problemas mal planteados (en inglés: ill-posed problems), lo cual es algo
inesperado e interesante. En la Seccion 5 examinaremos qué posibles consecuencias tiene la aparicion de
curvas elipticas en el estudio de solitones opticos. Veremos, en particular, que el hecho de que algunas de
las ecuaciones que describen a los solitones Opticos estén relacionadas con curvas elipticas y con
problemas mal planteados, sugiere que podria haber una relacion entre este tipo de ecuaciones y la
criptografia. Finalmente, mostraremos que el comprender el papel que juegan las curvas elipticas en la
demostracién del UTF, en la descripcidn de solitones Opticos, y en la criptografia, nos permite proponer

2 conjeturas que pueden dar lugar a investigaciones futuras.

2 EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT
El enunciado del Ultimo Teorema de Fermat es muy sencillo. Este teorema afirma que si n > 2

no existe ninguna terna de nimeros enteros positivos {x, y, z} que satisfagan la ecuacion:
X"+ y"t =z" (¢H)]
Fermat escribid esta afirmacion en el margen de un ejemplar de su propio libro de Aritmética, y

ademas anoto el siguiente comentario:
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Poseo una prueba en verdad maravillosa para esta afirmacion a la que este margen viene
demasiado estrecho.

Durante mas de 300 afios los matematicos de todo el mundo intentaron descubrir cual podria haber
sido esa demostracion de Fermat ... sin encontrarla jamas. Sin embargo, en 1993 Andrew Wiles (un
matematico inglés), anuncié que habia logrado demostrar el Ultimo Teorema de Fermat (UTF) ... pero
esa afirmacion no era del todo exacta. En primer lugar porque la demostracion que presentd Wiles en 1993
tenia un error, y en segundo lugar porque lo que en realidad casi habia demostrado Wiles, no era realmente
el UTF, sino una forma restringida de la conjetura de Taniyama-Shimura. Por lo tanto, para tener una
idea mas precisa de como se demostroé realmente el UTF, es necesario conocer qué es la conjetura de

Taniyama-Shimura, y cdmo es que esa conjetura se relaciona con el UTF.

2.1 LA CONJETURA DE TANIYAMA-SHIMURA

En septiembre de 1955 se celebr6 en Tokio un congreso internacional de matematicas, y un grupo
de matematicos jovenes aprovecharon ese congreso para presentar una lista de 36 problemas no resueltos
en los cuales ellos estaban trabajando. La idea era que los participantes del congreso contribuyeran con
ideas que pudieran ayudar a la resolucion de esos problemas. Cuatro de esos problemas habian sido
propuestos por Yutaka Taniyama, un joven matematico de 27 afios [2]. Sus problemas giraban en torno
de 2 conceptos bastante diferentes: las curvas elipticas y las formas modulares.

Las curvas elipticas son curvas relativamente sencillas, descritas por ecuaciones de la forma:
y2 + a;xy + azy = agx® + ayx? + azx + ag 2)
siempre y cuando los coeficientes de la ecuacion satisfagan la condicion:
A#0 ©)
donde A esta definido por la expresion:
A = —b2bg — 8b3 — 27b2 + 9b,b, b, 4)

y las constantes b,, estan definidas asi:

6494




/
Vol. 2 No. 4 (2021): South Florida Journal of Development, Miami, p. 6491-6510 v. 2, n. 5, oct./dec. 2021 ISSN 2675-5459 %

SOUTH FLORIDA

JOURNAL OF DEVELOPMENT

b, = (a? + 4a,)/a, (5)

by = (2a, + aia3)/ay (6)

be = (a3 + 4ag)/a, (7)

bg = (afa¢ + 4a,a — a aza, + a,a% — ai)/as (8)

Las ecuaciones de la forma (2) son conocidas como ecuaciones de Weierstrass [3], y pueden
describir curvas como las mostradas en las Figuras 4.2-1y 4.2-2 de la Ref. [4]. La condicion (3) garantiza
que las curvas no tengan puntos singulares, en los cuales las curvas presenten picos o intersecciones,
como en las gréficas de la Fig. 4.2-2 de [4]. Cuando esta condicién se cumple decimos que la ec. (2) es
una ecuacion de Weierstrass regular, y su grafica es una curva eliptica. Por lo tanto, las graficas mostradas
en la Fig. 4.2-1 de [4] nos muestran las formas tipicas de las curvas elipticas.

Las curvas elipticas, a pesar de su aparente sencillez, se relacionan con estructuras matematicas
sumamente complejas, como puede verse en las Refs. [3-5]. Sin embargo, para entender en qué consiste
la conjetura de Taniyama-Shimura s6lo necesitamos saber que cada curva eliptica puede asociarse con
una sucesion de nameros enteros {a,, a,, as, ... }, y €sa asociacion es una relacion biunivoca, de manera
que dada una curva eliptica, la sucesion que le corresponde {a,, a,, as, ...} constituye una especie de
huella digital, que identifica exactamente a la curva eliptica dada. Conviene, pues, entender, cdmo se
calculan los nimeros a, de la sucesion {a,, a,, as, ... }. Estos nimeros son los coeficientes de una serie
de potencias, a la cual se le Ilama usualmente serie L, y esta serie caracteriza univocamente a la curva
eliptica considerada.

Consideremos una ecuacion eliptica particular. Fijémonos, por ejemplo, en la ecuacion:

yi4+y=x3+x2 (9)

y preguntémonos si habra parejas de nimeros enteros (x, y) que satisfagan esta ecuacion. La respuesta

es claramente SI, y la pareja (x,y) = (2,3) es un ejemplo. Pero si ahora nos preguntamos:

¢cuales son todas las parejas de enteros (x, y) que satisfacen la ecuacion (9)?,
ino podremos contestar esta pregunta! No hay forma de saber cuales son todas las parejas de
enteros (x,y) que satisfacen (9). Ante esta imposibilidad a los matematicos se les ocurrié algo muy
interesante: buscar Unicamente soluciones enteras (x,y) de la ecuacion (9), talesque 0 < x < Ny 0 <

y < N, donde N es un nimero natural, pero reemplazando el signo de igualdad que aparece en (9) por el
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simbolo de congruencia (mddulo N). Es decir, ahora nos preguntamos cuéles serén las soluciones enteras

(x,y) de la congruencia:

y2+y=x3+x2 (modN) (10)

con0<x <NyO0<y<N.Unapareja (x,y) serd solucion de esta congruencia si las divisiones:

(11

dejan el mismo residuo. Por ejemplo, la pareja (x,y) = (2, 1) es solucion de la congruencia:

y2+y=x3+x? (mod5) (12)

ya que ambas divisiones, (23 + 22)/5 y (12 + 1)/5, tienen un residuo igual a 2.

Si ahora consideramos el caso en que N = 1, podemos ver que la congruencia:

y2+y=x3+x? (mod1) (13)

tiene 4 soluciones: (x,y) = (0,0),(0,1),(1,0) y (1,1). En el caso en que N = 2 tenemos 9 soluciones:
(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1) y (2,2). En el caso en que N =3 hay 10
soluciones: (0,0), (0,2), (0,3), (1,1), (2,0), (2,2), (2,3), (3,0), (3,2) y (3,3). Y en el caso en que
N = 4 hay 14 soluciones: (0,0), (0,3), (0,4), (1,1), (1,2), (2,0), (2,3), (2,4), (3,0), (3,3), (3,4),
(4,0), (4,3) y (4,4). Y si ahora usamos el simbolo a, para denotar el nimero de soluciones enteras (x, y),

con0<x <Ny 0<y<N,que satisfacen la congruencia (10), tendremos que:
a = 4‘, a, = 9, as = 10, a, = 14, (14)
y podriamos calcular el valor de a, para otros valores de N. Estos nimeros definen la serie L
correspondiente a la curva eliptica (9). Vemos, pues, que aunque no podemos calcular todas las soluciones

enteras (x,y) de la ecuacién (9), si podemos calcular los valores de a, para cualquier valor de N que

deseemos.
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Y ahora pasemos al segundo de los temas que aparecian en los problemas que Taniyama presento6
en el congreso de 1955: las formas modulares.
Una forma modular es una funcioén compleja de variable compleja F (z) que satisface la siguiente

condicion:

(az+b
cz+d

) =(cz+d*F(2) (15)
donde a, b, ¢, d y k son enteros tales que ad — bc = 1, y z es un complejo con parte imaginaria
positiva.

A cada una de estas funciones se le puede asociar una serie de potencias, a la cual llamaremos
serie M [5], la cual caracteriza de forma univoca a la forma modular.

Y ahora podemos entender lo que Taniyama encontrd un poco antes del congreso de 1955. Al
calcular la serie M de una forma modular que le interesaba, Taniyama se dio cuenta que los primeros
términos de esa serie coincidian con los primeros términos de la serie L de una curva eliptica que habia
estudiado con anterioridad. Esto le llamé la atencion, y calculé mas términos de la serie M de la forma
modular, y mas términos de la serie L de la curva eliptica ... y también coincidieron. Taniyama compartid
este descubrimiento con Goro Shimura, un amigo suyo que también se interesaba en las formas modulares
y las curvas elipticas. Y entre los 2 examinaron mas formas modulares, y encontraron que en cada caso
era posible encontrar una curva eliptica cuya serie L coincidia con la serie M de la forma modular. En
base a estas observaciones intuyeron que deberia existir una relacion biunivoca entre formas modulares

y curvas elipticas. Esta propuesta es la famosa conjetura de Taniyama-Shimura.
2.2 LAS CONTRIBUCIONES DE HELLEGOUARCH, FREY Y RIBET
En 1955 la conjetura de Taniyama-Shimura no parecia tener ninguna relacion con el ultimo
teorema de Fermat (UTF). Sin embargo, 20 afios después, Yves Hellegouarch encontré que la curva
eliptica:
y? = x(x — aP)(x — bP) (16)

con a, b y p enteros mayores que 2, tendria propiedades rarisimas si existiera otro entero c tal que:

aP + bP = c? (17)
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Es decir, la curva eliptica (16) seria rarisima si el Gltimo teorema de Fermat fuera falso. Este
hallazgo fue de una importancia capital para que el UTF pudiera ser demostrado, de modo que Yves
Hellegouarch debe ser recordado siempre que se hable del UTF.

El siguiente descubrimiento central en la historia del UTF ocurrié en 1984. En ese afio Gerhard
Frey demostrd (casi demostrd) que si existieran enteros a, b y ¢ que cumplieran (17) [es decir, si fuera
falso el UTF], entonces la curva eliptica (14) no tendria una forma modular asociada. Es decir, Frey
encontro que:

Si UTF fuera falso = la conjetura de Taniyama-Shimura seria falsa

y esto queria decir que:

Si la conjetura de Taniyama-Shimura es cierta = el UTF escierto j!!! (18)

Es decir: Frey habia demostrado que bastaba demostrar la conjetura de Taniyama-Shimura
para demostrar el Ultimo Teorema de Fermat !!!

Sin embargo, poco después de que Frey anunciara su resultado, se encontré que en su demostracion
habia un pequefio error. Pero en 1986 Ken Ribet logrd corregir ese error, con lo cual se confirmé que la
afirmacion (18) si era correcta. Por lo tanto, gracias a los trabajos de Taniyama, Shimura, Yves
Hellegouarch, Gerhard Fey y Ken Ribet, se habia descubierto un camino totalmente novedoso para
demostrar el UTF: demostrar la conjetura de Taniyama-Shimura. Y este nuevo camino se veia prometedor,
ya que para demostrar la conjetura de Taniyama-Shimura se podia utilizar la teoria ya existente sobre

formas modulares.

2.3 ANDREW WILES

En cuanto el resultado de Frey-Ribet fue conocido, Andrew Wiles, un joven matematico inglés de
33 afios, Wiles se dio cuenta de que posiblemente él podria demostrar la conjetura de Taniyama-Shimura.

Durante 7 afios Andrew Wiles fue avanzando en la construccion de una prueba de la conjetura de
Taniyama-Shimura. Y durante esos 7 afios Wiles comprendié que bastaba demostrar una versién
restringida de la conjetura de Taniyama-Shimura para probar el UTF. Finalmente, en 1993, Wiles anuncid
que habia demostrado el UTF (en realidad lo que habia demostrado era la version restringida de la
conjetura de Taniyama-Shimura), e hizo publica su demostracion.

La demostracion de Wiles era muy larga y complicada, y los expertos se llevaron un tiempo en

revisar la demostracion. Pero finalmente jencontraron un error en la demostracion!.
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Andrew Wiles pens6 inicialmente que el error era facil de corregir, pero después de examinar con
cuidado el punto defectuoso de su demostracion, se dio cuenta de que el problema era mas serio de lo que
habia pensado al principio. Y después de algunos meses de intentos infructuosos por corregir su
demostracién, Wiles decidio pedirle a Richard Taylor, un profesor de Cambridge y antiguo estudiante
suyo, que trabajaran juntos para tratar de encontrar como corregir la demostracion defectuosa. Y después
de 2 afios de trabajo frenético, en 1995 Andrew Wiles publicé un articulo en el que presentaba una
demostracidn intachable de la version restringida de la conjetura de Taniyama-Shimura [6], con lo cual el
UTF habia quedado finalmente demostrado. Y Christopher Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond y Richard
Taylor demostraron en 2001 la conjetura completa de Taniyama-Shimura, finalizando asi la aventura
intelectual iniciada por Yutaka Taniyamay Goro Shimura en 1955 [7].

Asi pues, la demostracion del UTF no es el resultado del trabajo de un solo hombre. En realidad
es el fruto del trabajo de al menos 6 personas:

Taniyama, Shimura, Hellegouarch, Frey, Ribet y Wiles

quienes fueron construyendo el camino que conduciria a la demostracion del UTF a lo largo de 40
afios (entre 1955y 1995).

3 ECUACIONES CON SOLITONES OPTICOS

La propagacion de ondas y los modelos no lineales son temas que aparecen en muchisimos
sistemas: en el aire [8], en el agua [9], en los sélidos [10] y, de manera particularmente importante, en
sistemas no lineales en los cuales puede propagarse la luz [11]. En este trabajo nos interesan los modelos
que describen la propagacién de pulsos de luz en fibras Opticas. Y, sobre todo, nos interesa un tipo de
pulsos de luz particulares: los solitones Opticos. Empecemos, pues, esta seccién, definiendo qué es un

soliton dptico:

Un solitén Optico es un pulso luminoso

que puede propagarse por un medio no lineal sin dispersarse. (19)

A primera vista esta pareceria ser una definicién satisfactoria de lo que es un solitdn 6ptico, pero
involucra algo que no parece estar claramente definido: un medio no lineal. Y si intentamos dar
definiciones “fisicas” de lo que es “un medio no lineal”, entraremos en un laberinto sin salida, ya que hay
muchos sistemas fisicos que pueden ser considerados “medios no lineales”, y la fisica en cada uno de ellos
puede ser muy diferente, de manera que no sera evidente cual es el comin denominador (en términos

fisicos) entre estos sistemas.
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Y la forma de evitar ese laberinto, es enfocar nuestra atencion en las matematicas que describen

la propagacion de la luz en estos sistemas. De esta forma podemos llegar a la siguiente definicion:

Un medio no lineal es cualquier medio en el cual la propagacion de la luz
esté gobernada por una ecuacién diferencial parcial no lineal (EDPNL),

0 por un sistema de ecuaciones de este tipo. (20)
Y de las definiciones (19) y (20) podemos concluir algo importante:

Un soliton optico es una solucion localizada de una EDPNL (21)

(o de un sistema de ecuaciones de este tipo)

Esta afirmacién es muy importante, ya que pone en evidencia que hablar de solitones opticos
implica (necesariamente) hablar de EDPNLSs. No es posible hablar de solitones 6pticos si no precisamos
de qué EDPNL estamos hablando.

En vista, pues, que cada soliton dptico estd asociado a una EDPNL (o0 a un sistema de EDPNLS),
una buena forma de aproximarnos al estudio de los solitones dpticos es conocer cdmo son las EDPNLs
que gobiernan el comportamiento de estos pulsos. Por lo tanto a continuacién mostraremos algunas de las

ecuaciones que describen a estos solitones.

3.1 LAECUACION NLS
La ecuacion central en el estudio de los solitones 6pticos es la llamada “ecuacion no lineal de Schrodinger”

(NLS), la cual tiene la forma:

1
iu, + Sl + lul>u=0 (22)

en la cual z es la distancia a lo largo de una fibra dptica, t es el llamado tiempo retardado (t = T —
z/v, donde T es el tiempo normal, y v es la velocidad de la luz en la fibra), y u(z,t) es una funcion

compleja que se relaciona con el campo eléctrico de la luz mediante la ecuacion:

1 .
E(zt) = Eu(z, t)ellfz-0t) L ¢ ¢ (23)
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donde g es el nimero de onda del laser, w es su frecuencia, y “c.c.” indica al complejo conjugado
del primer término que aparece en el miembro derecho de (23).
La ecuacion NLS es adecuada para describir el comportamiento de pulsos dpticos cuya duracién

temporal es cercana a 5 ps, y los solitones de la ec. (22) son soluciones de la forma:
AZ
u(z,t) = Asech(At)exp <i 72) (24)
donde A es una constante real arbitraria.
3.2 NLS CON DISPERSION DE CUARTO ORDEN
Cuando queremos describir pulsos cuya duracion es menor a 5 ps (1ps 0 menor) es necesario

afiadirle a la ec. NLS términos dispersivos de tercer y cuarto orden. En particular, si solo afiadimos

dispersion de cuarto orden, tenemos una ecuacion de la forma:
Uy + aug — Uy + [ul?u=0 (25)

la cual tiene solitones de la forma [12]:

302\ "2 [ @ \? 4a?
u(z,t) = <1_Os> sech l(Z_Oe) tl exp <12—5€z> (26)

3.3 NLS CON NO-LINEALIDAD DE QUINTO ORDEN
Cuando queremos describir pulsos un poco mas intensos que los que se usan habitualmente en las
telecomunicaciones es necesario agregar en la ec. NLS términos no lineales de orden superior. En

particular, podemos utilizar una ecuacién de la forma:
iu, + up — yalulPu+ yolul*u =0 (27)
la cual tiene solitones algebraicos de la forma [13]:

2y, ~1/2

u(® = (324300 (28)

y en el caso en que y; < 0 también tiene solitones hiperbdlicos de la forma [14]:
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A 1/2

— inNz 29
@0 B + cosh (Dt) ¢ (29)

donde Q es una constante arbitraria positivay D, B y A estan definidas en la forma:

D =2VJn (30)
-1/2
16y,
B=|1 N 31
( " 3y, ) (31)
A= 2BQ (32)

3.4 NLS CON DISPERSION DE CUARTO ORDEN Y NO-LINEALIDAD DE QUINTO ORDEN
Si queremos describir pulsos cortos e intensos es necesario tomar en cuenta términos dispersivos
y no lineales de ordenes superiores. La siguiente generalizacion de la ec. NLS es util en esos casos:

iU, + Uy — i€3Ue + E4Uge + V1lulPu — yolul*u =0 (33)

y en este caso los solitones tienen la forma [15]:

t—az ;
u(z,t) = A sech( ) ellqz+rt) (34)
donde:
6 \'/? 362\ [ v, \/2]*

A=(— — (26, +22 35
<5y2> [yl < et 4e4> (2454) l (35)

B (2454)1/4 1 26

W=7, ) (36)
a = 2&,7 + 8g,73 (37)

S 38

r= Ie, (38)

Y2 \? V2
q = —&,7% = 3g,7* + (g5 + 65,72) (2454) Z 4 ﬁA4 (39)
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3.5 NLS DE ORDEN SUPERIOR CON DISPERSION RAMAN Y AUTO-INCLINAMIENTO
Existen también generalizaciones de la ec. NLS que toman en cuenta efectos més finos, como la
dispersion Raman y términos que tienden a inclinar los pulsos épticos (llamados en inglés términos de

self-steepening). La siguiente ecuacion es un ejemplo:

U, + CiUy — ICoUp + C3Ugy + Colu|?u — cs|ul*u

+iceluluy + ic;(|lul®)u =0 (40)

Los solitones de esta ecuacion también tienen la forma que vemos en la ec. (34), pero ahora los

parametros A, w, a, ry q tienen otros valores, definidos por las siguientes ecuaciones [16]:

L 26 (24%) " 1
= 4= 4
r 24c; c; + (c + C7)< C5> (41)
20c3 12er? — 2 6 6ce(cy + 4cgT) 6c4(cy, — 4c3T) 42
we oot “ © ce + 2¢c; r ce + 2¢7 (42)
c3 1/4 1
( ) (43)
5 5 5 6
a = —4c3r (W +r ) +c, (W— +3r > —3 (cy —4c3r) + 2¢q7 (44)
5 6r 3 1 B
q=c3<w—+w—+r>—c2r(m+r2>—cl(m+r2>—x (45)
donde hemos definido:
B = CsAS — A3(cy — co1) (46)

Estos son algunos ejemplos de EDPNLSs que tienen solitones entre sus soluciones. Existen muchas
otras EDPNLs con solitones, pero el conocer las 5 ecuaciones que hemos mencionado arriba sera

suficiente para que encontremos una relacion entre los solitones épticos y el ultimo teorema de Fermat.

4 ULTIMO TEOREMA DE FERMAT Y SOLITONES OPTICOS
Una vez habiendo visto los pasos esenciales que condujeron a la demostracion del UTF, y algunas
de las EDPNLs que describen la propagacion de solitones Opticos, estamos en condiciones de empezar a

buscar qué relacion podria haber entre estos 2 temas tan diferentes: el UTF y los solitones opticos.
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Si revisamos el proceso que condujo a la demostracion del UTF notaremos que hay un concepto
geomeétrico sencillo que jugd un papel absolutamente central en esa demostracion: el concepto de curva
eliptica. Y ya teniendo esta idea en mente nos podemos preguntar si las curvas elipticas tendran alguna
relacion con los solitones oOpticos ...

Es bastante claro que las curvas elipticas no parecen estar relacionadas con la forma de los
solitones Opticos. Y tampoco parece que aparezcan curvas elipticas entre las ecuaciones que relacionan a
los pardmetros que definen a los solitones dpticos (altura, anchura, nimero de onda, velocidad, ..., etc.).
Sin embargo, si pensamos en cada uno de esos parametros, recordaremos que los nimeros de onda de los
solitones frecuentemente se estudian junto con las relaciones de dispersion de los sistemas donde se
propagan los solitones. Es decir, casi siempre, al estudiar un sistema donde es posible la propagacién de
solitones, uno examina como es la relacion de dispersion k(w), la cual nos dice como se relacionan los
numeros de onda y las frecuencias de los modos de radiacion (i.e., las ondas lineales de pequefia amplitud)
capaces de propagarse en el sistema. En el caso de solitones “normales”, los nimeros de onda de los
solitones estaran siempre fuera del rango de la relacion de dispersion. Dicho de forma geométrica: si
dibujamos la curva k(w), y dibujamos una recta horizontal k = k,,; (donde kg,; es el nimero de onda
del solitdn), encontraremos que esa recta horizontal no intersecta a la curva k(w). Sin embargo, existe
una clase especial de solitones, denominados solitones embebidos, cuyo nimero de onda si intersecta a la
relacion de dispersion k(w). Es decir, el nimero de onda del soliton k,,; estd inmerso (embebido) en el
rango de la funcion k(w). Hasta antes de 1997 se creia que era imposible que un soliton tuviera un nimero
de onda que estuviera dentro del rango de la relacion de dispersion, pues se pensaba que si eso sucediera,
seria inevitable que el soliton entrara en resonancia con las ondas lineales de pequefia amplitud, lo cual
conduciria eventualmente a la destruccion del solitdn. Sin embargo, en 1997 se encontré un ejemplo de
un soliton “extrafo”, que tenia un nimero de onda que estaba dentro del rango de k(w), y no se producia
la resonancia esperada [17]. Esto fue una sorpresa, pero posteriormente se empezaron a encontrar otros
solitones de este tipo, y se acufi el término “solitdn embebido” para referirnos a estos peculiares solitones
[18,19].

A raiz del descubrimiento de los solitones embebidos, siempre gque se encuentran nuevos solitones
es preciso examinar si sus numeros de onda, k.,;, estan dentro del rango de la relacion de dispersion del
sistema estudiado, para saber si se trata de solitones embebidos, o son solitones “normales”. De ahi que
ahora se ponga mas atencion en la forma de las curvas k(w). Sabiendo esto, resulta comprensible que nos

preguntemos:

¢es posible tener una relacion de dispersion k(w) con forma de curva eliptica?
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Si examinamos las 5 ecuaciones mencionadas en la seccion anterior encontraremos que en esos 5

casos las relaciones de dispersion estan dadas por ecuaciones de la forma:
k ES C3(U4 + C2w3 - Cla)z (47)

gue no son curvas elipticas. Sin embargo, en el caso en que c; = 0 el miembro derecho de (47) ya
se parece al miembro derecho de la curva eliptica (9) [si identificamos x con w]. Para tener una curva
eliptica sélo necesitariamos que en el miembro izquierdo de (47) apareciera un término cuadratico k2. Por
lo tanto, la pregunta crucial es:

¢hay alguna razon fisica que justifique la aparicion de un término k2 en el miembro izquierdo de
47)?

Si pensamos en esta pregunta veremos que en la relacion de dispersion k(w) apareceria un término
cok? si en la ecuacion tuviéramos un término de la forma cou,,. |'Y este término si deberia aparecer en la

ecuacion NLS y en sus generalizaciones, pero usualmente se desprecia! Es decir, la ecuacion:
Uy + Colyy + CrlUer — iU + |u|?u =0 (48)

si es una ecuacion fisicamente realista, que describe la propagacion de pulsos cortos en fibras
Opticas. Sin embargo, usualmente se desprecia el término cyu,, aduciendo la aproximacién conocida en
inglés como “slowly varying envelope approximation” (SVEA). De acuerdo a este argumento, el término
Coll,, S€ desprecia porque es mas pequefio que los demas. Sin embargo, esto no es del todo cierto. Es
verdad que el término c,u,, puede ser un poco mas pequefio que los otros términos que aparecen en (48),
pero la auténtica razon por la cual este término se elimina, es porque si se mantiene este término en la
ecuacion, el problema de condiciones iniciales para esta ecuacion resulta ser un problema mal planteado
(en inglés: ill-posed), y es casi imposible resolver numéricamente este tipo de problemas.
Tenemos, pues, que la ecuacion (48) es una ecuacion fisicamente realista, y su relacion de

dispersion es:
k + cok? = cyw3 — c;w? (49)

igue es precisamente una curva eliptica! En las Figs. 1y 2 de la Ref. [20] podemos ver las formas
que toma esta curva cuando (cg,c,,c3) = (1/30, 1/2, 1/15) y cuando (co, ¢y, c3) = (1/40, 1/2, 1/50).

Estas curvas son inesperadas. Nunca antes de la publicacion de la referencia [20] se habian reportado
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relaciones de dispersion con estas formas. La curva que se observa en la Fig. 2 de [20] es particularmente
interesante. De acuerdo a esta curva hay 2 intervalos de frecuencia prohibidos:

w<10(1-v2) y 5<w<10(1-+2)

La existencia de intervalos de frecuencias prohibidas podria parecer una prediccién poco realista
en el contexto de los solitones dpticos. Sin embargo, en el 2003 se encontrd experimentalmente que en
fibras Opticas construidas con cristales fotdnicos realmente se observan intervalos de frecuencias
prohibidas [21]. Por lo tanto, si es posible la existencia de sistemas fisicos cuyas relaciones de dispersion
estén dadas por curvas elipticas.

De esta forma hemos alcanzado el objetivo de nuestro Juego de Abalorios: hemos encontrado una
relacion entre el UTF y los solitones Opticos. En ambos temas aparecen curvas elipticas. Las curvas

elipticas son, pues, el punto de union entre ambos temas.

5 DISCUSION Y CONCLUSIONES

Como se menciond en la Introduccidn, el Juego de los Abalorios que nos describe Hermann Hesse
en su novela de 1943 se puede presentar de 2 formas distintas. En la primera forma se le propone un tema
inicial al jugador, y éste debe construir generalizaciones, variantes, o extensiones de ese tema. Y en la
segunda forma se le proponen 2 temas diferentes al jugador, y éste debe encontrar alguna relacion oculta
entre los temas propuestos. En este trabajo hemos considerado un Juego de los Abalorios del segundo
tipo. Los 2 temas propuestos son:

« el Ultimo Teorema de Fermat (UTF),
* los solitones Opticos.

¢ Qué relacidn existe entre estos 2 temas?

Contestar esta pregunta ha sido el objetivo de este trabajo.

Después de analizar los pasos esenciales que condujeron a la demostracién del UTF, y algunas de
las ecuaciones mas importantes que describen a los solitones dpticos, encontramos que existe un concepto
geomeétrico que juega un papel importante en ambos campos: las curvas elipticas. Por lo tanto, el UTF y
los solitones Gpticos estan relacionados entre si porque en el estudio de ambos temas aparecen curvas
elipticas. Esta es la respuesta a la pregunta planteada.

Debemos observar, ademas, que el hecho de que encontremos curvas elipticas al estudiar el UTF
y a los solitones dpticos, no sélo nos indica que existe “alguna” relacion entre ambos temas. Nos sugiere

una idea mas precisa.
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En la seccion 2 vimos que el punto de partida para demostrar el UTF fue el descubrimiento de
Taniyama y Shimura de que habia una relacion inesperada entre curvas elipticas y formas modulares. Por
otra parte, en la seccion 4, vimos que una relacion de dispersion k(w) con forma de curva eliptica nos
determina una generalizacion de la ecuacion NLS. Tenemos, pues, 2 relaciones:

Formas modulares < Curvas elipticas Curvas elipticas « Variantes de la ec. NLS

y estas 2 relaciones sugieren que debe haber una tercera relacion de la forma:

Formas modulares <« Variantes de la ec. NLS (50)

Es decir: debe haber alguna variante de la ec. NLS que se relacione con formas modulares. ¢Y
como podria ser esa relacion? Pues, podria ser que existan soluciones para esa ecuacion que puedan
expresarse en términos de formas modulares. Podriamos, pues, proponer la siguiente conjetura:

Debe existir alguna variante de la ecuaciéon NLS

que posea soluciones que se expresen en términos de formas modulares. (51)
Esta es una conjetura que jamas habia surgido en el campo de los solitones dpticos. Hasta ahora nadie ha
investigado si existe alguna relacion entre formas modulares y ecuaciones tipo NLS. Es una idea un tanto
intrigante, y probablemente mereceria estudiarse con mas profundidad en el futuro.
Es importante afiadir que el hecho de que las ecuaciones tipo NLS se relacionen con curvas elipticas
sugiere que estas ecuaciones podrian también relacionarse con otros campos en los que surgen estas
curvas. Y uno de estos campos merece mencionarse explicitamente: la criptografia.
Entre los métodos para encriptar datos hay algoritmos basados en curvas elipticas. De hecho, hay todo un
campo conocido en inglés como “Elliptic Curve Cryptography” [22-24]. Los algoritmos de encriptacion
de datos basados en curvas elipticas son muy interesantes, pero a primera vista no parecen poder
relacionarse con ecuaciones diferenciales similares a la ec. NLS.
Sin embargo, al investigar que variante de la ec. NLS podria conducir a una relacién de dispersion con
forma de curva eliptica, hallamos algo interesante: la ecuacion (48), cuya relacion de dispersion es una
curva eliptica, es una ecuacién cuyo problema de condiciones iniciales es un problema mal planteado. Y
esto, ademas de ser una idea interesante por si misma, establece un segundo vinculo entre solitones
Opticos y criptografia, ya que los algoritmos criptograficos estan basados en procesos que son faciles de
recorrer en un sentido, pero muy dificiles de recorrer en el sentido opuesto. Esa es la esencia de un
algoritmo de encriptacion de datos. Y los problemas mal planteados son precisamente problemas que
surgen en sistemas de ese tipo: sistemas en los que es facil calcular la evolucion del sistema en un sentido,

pero en los que es casi imposible calcular la evolucion en el sentido inverso. La ecuacion de difusion
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constituye un ejemplo de este tipo de sistemas. Si arrojamos varias gotas de tinta en un recipiente con
agua, es facil calcular cuél serd la distribucion de tinta 1000 horas después (t = 1000 hrs). Pero, si lo
que nos dan es la distribucion final de la tinta al tiempo t = 1000 hrs, y nos preguntan cuél fue la
distribucion inicial de tinta en el tiempo inicial t = 0, jseré casi imposible que podamos contestar! Asi
pues, los problemas mal planteados cumplen exactamente el requisito esencial para crear un algoritmo de
encriptacion, y de hecho ya se han desarrollado algunos algoritmos basados en problemas mal planteados.
Por lo tanto, tenemos que:

la criptografia se relaciona con curvas elipticas y problemas mal planteados,
y ahora, en este trabajo, hemos encontrado que:
las ecuaciones con solitones Opticos se relacionan con curvas elipticas y problemas mal planteados.
La similitud es sorprendente, y estas 2 premisas sugieren que podriamos proponer otra conjetura de la
forma siguiente:

Debe ser posible construir algoritmos criptogréaficos

basados en ecuaciones diferenciales parciales que describan solitones opticos. (52)

y esta es una idea que nunca antes habia sido considerada.

Asi pues, el Juego de los Abalorios propuesto inicialmente en este trabajo:
hallar alguna relacion entre el UTF y los solitones épticos,
el cual parecia un simple juego intelectual, sin consecuencias importantes, nos ha conducido a la

formulacion de 2 conjeturas interesantes [(51) y (52)]. Y el estudio de estas 2 conjeturas podria conducir

a resultados interesantes en el futuro.
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